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KLASYFIKACJA INFORMACJI NIEDOKLADNEJ
TYPU PRZEDZIALOWEGO
ZE ZREDUKOWANYMI PROBAMI WZORCOWYMI

Piotr Kulczycki, Piotr Andrzej Kowalski

Instytut Bada Systemowych PAN, ul. Newelska 6, 01-447 Warszawa
e-mail: {kulczycki,pakowal}@ibspan.waw.pl

W pracy rozwaane jest zagadnienie bayesowskiej klasyfikacji
wielowymiarowej informacji niedoktadnej typu przéalowego, w
oparciu 0 wzorce wyznaczone na podstawie danychesloksch
jednoznacznie (np. deterministycznych albo ostryElg) powy:szego
zadania zastosowana zostata metodyka statystyczeggimatorow
jadrowych, co pozwala wyeliminowa konieczné¢ dokonywania
arbitralnych zaleen dotycacych postaci wzorcow. Dodatkowo
stosowana jest eliminacja tych elementow prob waweych, ktére
maj znikomy lub wecz negatywny wptyw na poprawsioklasyfikacii.
Koncepcg realizupcej ten cel procedury oparto na metodzie
wrazliwosciowej, wzorowanej na teorii sztucznych sieci neangych.

W wyniku jej dziatania ilé¢ poprawnych klasyfikacji i — przede
wszystkim — szybk& obliczer ulegaj istotnemu zwgkszeniu.

1. Wstp

Obecny gwattowny rozwdj techniki komputerowej infpije sukcesywne
zwigkszanie sprawrci oraz szybkéci wspoélczesnych maszyn obliczeniowych,
umazliwiajac niniejszym coraz estsze wykorzystanie metod, ktore dotychczas
byly stosowane w istotnie ograniczonym zakresiednaez nich jest analiza
informacji zawierajcej nieokrélonos¢, w réznej — zalénie od uwarunkowa
problemu — postaci, przyktadowo niepewnej (metothtystyczne (Hryniewicz,
2004)) lub nieprecyzyjnej (logika rozmyta (Kacprzyk, B)R

Ostatnio w wielu zastosowaniach notuje wizrost zainteresowania analiz
przedziatows. Podstaw tej koncepciji jest zalenie,ze jedyr posiadan informacg
0 badanej wielkéci x stanowi fakt, 4 spelnia ona zamos¢ X< x<X, i w
konsekwencji wielkét ta maze by utozsamiana z przedziatem

[x,X . (1)

Analiza przedziatowa jest oghing dziedzim matematyki, posiadaga swoéj wkasny
aparat formalny oparty na aksjomatyce teorii zbioi®loore, 1966). Aczkolwiek
jej pierwotnym zastosowaniem byto zapewnienie wyamj doktadnéci obliczer
numerycznych, poprzez konteolbledéw wyniktych z zaokgglen (Alefeld i
Hercberger, 1986), to w wyniku swegagtego rozwoju dziedzina ta znajduje coraz
szersze zastosowanie wzymierii, ekonometrii i innych dziedzinach pokrewiyc
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(Jaulin i in., 2001). Jej podstawawzalet, jest fakt, # ze swej natury modeluje
nieokreglonos¢ badanej wielkéci, ale wywajac formuty najprostszej z mbwych.
W wielu zastosowaniach analiza przedzialowa okagiijeatkowicie wystarczaga,

a wymaga matego naktadu obliez¢co umaliwia uzycie w bardzo zibonych
zadaniach), jest tatwa w identyfikacji i interprgta jednoczénie posiadajc
formalizm oparty na dogodnym aparacie matematyczriyiozrna nawet zauwgc¢,

iz jej koncepcja jest pokrewna statystycznej estympciedziatowej, czy te
analizie liczb rozmytych o prostataych funkcjach przynalmosci. Warto rownie
przypomni€, ze sparoéd wszystkich rozktadéw probabilistycznych, rozkla
jednostajny (ktérego egtas¢ jest proporcjonalna do funkcji charakterystycznej
przedziatu (1) ma maksymalp entropg, czyli zawiera najwiksz informacg o
modelowanej rzeczywisfoi, i — zgodnie z zasadmaksymalnej entropii — w
przypadku braku wiarygodnej informacji o postacikiadu, ten wiénie rozktad
powinien by przyjety do analizy rozpatrywanego zjawiska.

Dynamicznemu rozwojowi podlegapbecnie take techniki informacyjne w
zakresie analizy i eksploracji danych (Kulczycia., 2007). Wynika to nie tylko ze
zwigkszenia maliwosci stosowanej tu metodyki, ale przede wszystkim z
upowszechnienia dagindsci realizupcych je algorytméw, dotychczasedacych
domen, jedynie relatywnie wskiej grupy specjalistbw. Do podstawowych — w
zakresie analizy i eksploracji danych — proceduleiaazadania klasyfikacji i
klasteryzacji (Koronacki iCwik, 2005). Klasyfikacja polega na przypisaniu
rozwazanego elementu do jednej z wynionych wczéniej klas. § one najczsciej
reprezentowane przez wzorcediice zbiorami elementéw reprezentatywnych dla
poszczegobinych klas. Owa reprezentaty$éneprawia, ¢ w wielu zagadnieniach —
réwniez tych, w ktorych rozwzana jest informacja zawiesg nieokrélonos¢ —
elementy generage wzorce g okreslone jednoznacznie (np. deterministyczne w
ujeciu probabilistycznym, ostre w przypadku logiki nogtej, czy té w nawhzaniu
do notacji (1) spetniage rownd¢ x=x). J&li wzorce nie mog by¢ ustalone

arbitralnie w oparciu o specyfikrozwazanego problemu, to mitiwe jest ich
otrzymanie poprzez procedury klasteryzacji, polggajpa podzieleniu posiadanych
elementéw na podzbiory elementéw ifiie jak najbardziej podobnych do siebie
wewmtrz kazdego z nich i jednoczeie jak najbardziej odmiennych pogdiy
poszczegllnymi podzbiorami. Podzbiory te zm® nasfpnie traktowd jako
naturalnie uzyskane wzorce. Nierzadko w wielu prektych zadaniach takieegje
okazuje s¢ nawet korzystniejsze, Mi narzucanie arbitralnych wzorcéw,
pozbawionych racjonalnego uzasadnienia w uwarunk@eh badanej
rzeczywistgci.

Przedmiotem prezentowanych badast okrélenie kompletnej procedury
klasyfikacji informacji niedoktadnej, danej w postavektora przedziatowego
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gadzie x, sx_k dla k=12,...,n, gdy wzorce poszczegdlnych klasvgyznaczane na
podstawie zbioréw elementéw oklenych jednoznacznie, to znaczy przy

X =% dlak=12..n . (3)

Koncepcg klasyfikacji oparto na gfiu bayesowskim, zapewnigym minimum
potencjalnych strat wyniklych z ¢gdnych klasyfikacji. Do tak sformutowanego
zadania zostanie zyta metodyka statystycznych estymatoréaudrpwych, co
uniezalénia powyszy procedu¢ od arbitralnych zaleen dotyczicych postaci
wzorcow — ich identyfikacja stanotvibedzie integrala czs$¢ prezentowanego
algorytmu. Opracowana zostala zakprocedura redukcji préb wzorcowych o te
elementy, ktére majznikomy lub negatywny wplyw na poprawddoklasyfikaciji.
Jej koncepg oparto o metog wrazliwosciowa, wzorowam na teorii sztucznych
sieci neuronowych, natomiast zamystem jest ¢ksdenie ildci poprawnych
klasyfikacji oraz — przede wszystkim — szyb&io obliczex. Poprawnét
prezentowanej tu metodyedizie rownie sprawdzona dla przypadku, gdy wzorce
poszczegolnych klas otrzymywareve wyniku klasteryzacii.

2. Preliminaria matematyczne

2.1. Statystyczne estymatongdjowe

Statystyczne estymatoryadrowe nalea do metod nieparametrycznych.
Umozliwiaja one wyznaczenie i obraz@wilustracg charakterystyk rozkladu
zmiennej losowej, bez informacji o jego przyralesci do okrélonej klasy.

Rozwaana teraz &dzie n-wymiarowa zmienna losowa, ktérej rozktad
posiada funkej gestasci f. Jej estymatoraprowy f:R" - [0,0) wyznacza s ha
podstawiem-elementowej préby losowej

X1y Xoyeey Xim (4)

i jest on zdefiniowany wzorem

f=—t ix(x'hxij , (5)
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przy czym dodatni wspotczynnikh jest nazywany parametrem wygtadzania,
natomiast mierzaln funkc K:R" - [0,0) symetrycza wzglkdem zera,
posiadajca w tym punkcie stabe maksimum lokalne i spelgaj warunek
LR” K(x)dx=1, okrela sk mianem gdra.

Post& jadraK praktycznie nie wplywa na statystyazjakos¢ estymaciji. W
niniejszej pracy esywane ledzie jednowymiaroweafro Cauchy’ego

2

R

(6)

w przypadku wielowymiarowym uogdlnione z wykorzystm koncepcji 4dra
produktowego

K(X) = % (%) L7 (%) L. (%) @)
gdzie
Xy
x=|"2| ®)
X

natomiast” oznacza tu jednowymiarowedyo (6). Jeeli — jak to najczsciej ma
miejsce w praktycznych zagadnieniach — dopuszcza rézne parametry
wygtadzania dla poszczegdlnych wspétiaych, oznaczane odpowiednio jake,

h,,...,hy,, to definicja (5) przyjmuje posta

A 1 o XX | [ X" Xi2 | ¥ " Xin
f(x)_mnhz...hn;/'( s ]/( = j/[ - J . (9)

przy czym dodatkowo

Xi,l

1 X2
X =| .

dai=12,...m . (10)

Xi,n
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Wartas¢ parametru wygtadzania w praktyce wyznacza \8i oparciu o
dostpne algorytmy, na podstawie posiadanej préby logo@e W zadaniach
aplikacyjnych wprowadzane a s ponadto dodatkowe procedury polepseaj
wlasnagci estymatora i dopasowagie jego cechy do badanej rzeczywdsto W
niniejszej pracy stosowanadzie modyfikacja parametru wygtadzania,ettzktorej
obszary, w ktérych estymator przyjmuje mafartai¢ (szczegolnie tzw. ,ogony”)
zostaj dodatkowo ,wygtadzone”, w przeciwfistwie do fragmentdéw jego dych
wartcsci (zwtaszcza w otoczeniu wagm modalnych), gdzie polepszagsi
charakteryzacja specyficznych cech rozktadu. Dejfini(5) przyjmuje wéwczas

post&
- 1 Gl (X T Xia | [ X T X2 X0 = Xin
fog=— 1t —%’( jﬁ[ ’ jn[ * j,m)
ml’lhz...hn; n hs h,s; h,s;

gdzie dodatnie stalg, s tzw. parametrami modyfikagymi, okr&lonymi wzorem

S

S; :(@J dai=12..m , (12)

przy czym s oznaczasrednia geometrycza liczb f(xl), f(xz), ...,f(xm),
natomiast nieujemny parametr stanowi o intensywrigi procedury modyfikacji —
standardowo przyjmujeesic = 05.

Przygta powyej posté estymatoragdrowego jest tatwa w interpretacji i
przede wszystkim zapewnia dogod@m@bliczeniowy (zwlaszcza wykorzystywan

w dalszej cgéci pracy maliwos¢ catkowania funkcji f po n-wymiarowym
prostopadtécianie), a wobec wprowadzenia modyfikacji parametggtadzania —
znaczne polepszenie dokladoioestymatora na ,ogonach” rozktadéw, co ma istotne
znaczenie w zagadnieniach klasyfikacji, gdgm najczsciej znajduj sig ,granice”
poszczegolnych klas.

Szczegotowy opis metodyki statystycznych estymatoprowych mana
znale¢ w ksiazce (Kulczycki, 2005).

2.2. Metoda wraiwosciowa

Przy modelowaniu wielowymiarowych zagadnizwyciem sztucznych sieci
neuronowych, poszczegdlne skladowe wektora $cimjego najczscie)
charakteryzyj sig zr&znicowar istotngcia informacji, i w konsekwencji odmiennie
oddziatup na wynik przetwarzania danych. W celu eliminatigdnych — z punktu
widzenia rozwaanego zadania — skiadowych wektora smiewego cCzsto
stosowana jest analiza wtiavosci sieci wzgédem poszczegélnych danych acych.
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Istota metody wrdiwosciowej (Ossowski, 1996) polega na wyznaczeniu —
po etapie uczenia sieci — wplywu poszczegoélnychsévey; (i =12,...,m) na
wartas¢ wyjscia y , co charakteryzowane jest przez rzeczywiste wgatuki

_ 0 Y(X1: Xg- Xm)

dai=12,...m . (13)
0 X;

S

Po okrédleniu dla kadego z p wzorcow (p=12,...,P) wartdsci powyzszych
wspotczynnikdw, oznaczanych dalej jak§ ,, mazna zdefiniowa nastpujace
wielkosci

5=1 Z":(%)z dai=12..m . 14
P\/p:l

Ostatni krok algorytmu stanowi zaptenie dotychczasowych wag sieci neuronowej
W, przezw; , wedtug nasipujacej formuty:

W =W,

1—i dlai=12...m . (15)

m p—
25
=1

Stosowanie powiszej metody przyczynia sido powekszenia szybkii
uczenia, jak réwniedo redukcji b§dow uczenia i uogélnienia, przy jednoczesnym
zmniejszeniu wymiaru wefia sztucznej sieci neuronowej poprzez redukc]
informacji o malym znaczeniu lub @gz eliminacg danych (sktadowych wektora
wejsciowego) o niekorzystnym wplywie na poprawéaotrzymywanego wyniku.

3. Klasyfikacja informacji typu przedzialowego

Najpierw rozwaony zostanie przypadek jednowymiarowy, to znaczy gd
n=1.

Niech zatem danagbzie wielk&¢ poddana procedurze klasyfikacji (2), dla
rozpatrywanego teraz przypadku reprezentowana [fje@@zowymiarowy) przedziat

xx (16)
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przy czym x<X (jesli x=X, to otrzymuje s klasyczny przypadek wielkoi
okreslonej jednoznacznie). Przyjmijmy ponadie, zbiory liczb rzeczywistych

X0 Xgeeor Xy 17)
X{ ) XG0 X (18)
X, X3 e X (19)

reprezentyj kolejno wzorce J wyrdznionych klas (gérny indeks stanowi o
przynalenosci elementu do wzorca danej klasy). Jak wspomniarmedanie
klasyfikacji polega na wskazaniu, do ktérej z nicdlery przyporadkowa badany
element (16).

Niech teraz fl, fz,..‘, fJ ozhaczaj estymatory gdrowe gstasci rozktadu
probabilistycznego, wyznaczone kolejno w oparciabiory (17)-(19) traktowane
jako proby losowe — krotki opis metodyki konstrumieatego typu estymatorow
przedstawiono w sekcji 2.1. Zgodnie z klasycznyin dbtyczicym informacji
okreilonej jednoznacznie) efiem bayesowskim, zapewriaym minimum
potencjalnych strat wyniklych z ddnych klasyfikacji, jeeli licznosci my,
m,,...,m; sa proporcjonalne do ,e®Btaci” pojawiania s¢ elementéw z

poszczegolnych klas, to klasyfikowany elemearifiR nalezy zaliczyé do tej klasy,
dla ktérej warté¢

my f1(%), My (%), my £ (X) (20)

okazuje si najwigksza. W przypadku informacji typu przedzialowego
reprezentowanej przez element (16),zme przyjé, ze klasyfikowany element
zalicza st do tej klasy, dla ktorej najeksze jest wyrzenie

m

-X

M [, xdx . 1)

fLo0dx , —2 ffz(x)dx,...,

X Sy X< |
IX = x|

X=X

x|

W powyzszej formule, dodatnia staibi(;— X) moze by pominkta jako nieistotna
w problemie optymalizacyjnym, a zatem jest ona rdwazna postaci

my [ fL00dx , my[ fo()ax , ..., my [ 5 (x)dx . (22)

IX ey < |
N

X ey < |
[an

X Gy < |
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Co wiecej, dla dowolnegoj = 12,...,J mozna zapisé

f(x)dx=F(X) -F(X) , (23)

IX =y X |

gdzie

Fo=[f(y)dy . (24)

—00

Uwzgledniajac zaleznos¢ (24) z podstawieniem wzoréw (11) (die= ) draz (6),
nietrudno wyliczy, iz

(x% = 2xx +x? +h?s?) arct{xh_sxij +hs (x- )

ﬁ(x):lzm: -

T
+—1, (25
m& x? = 2x% +x? +h?s 2 (@3)

przy czym ponownie dodatnia stalédz zostata pomirta, natomiastl/ m ulegnie

skréceniu zm; wysgpujacym w stosownym wyegeniu formuty (22). Powjsze

kompletuje algorytm klasyfikacji dla przypadku jedvymiarowego. Ostatecznie
nalezy przyjaé, ze klasyfikowany element zaliczaesdo tej klasy, dla ktorej
najwigksze jest odpowiadge mu wyraenie zawarte w formule (22), przy czym
wystepujaca tam catk mazna dla kadego j=12,...,.J efektywnie wyliczy
korzystajic ze wzoréw (23) i (25).

W przypadku wielowymiarowym, to znaczy gdy> , fozumowanie staje

sie analogiczne do przeprowadzonego poeyy | tak, j&li informacja typu
przedzialowego jest reprezentowana przez wektadaiatowy

[ %]
el (26)

[Xn: Xn]

a zbiory (17)-(19) zawieraj elementy przestrzeniR", to mana przypé, ze
klasyfikowany element zaliczaesilo tej klasy dla ktorej najwksze jest wyrzenie
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my [ f, (9%, my [ £,00dx ..., my [ 5090 27)
E E E

gdzie E:[xl,x_l]X[xz,x_z]X...X[xn,x_n]. Nieco inny jest zatem algorytm
obliczania wysipujacych powyej catek. Jednak dgii wlasngciom stosowanego
tu jadra produktowego, dla dowolnie ustalonedgo=12,...,J oraz pdra K,
prawdziwa jest nagpujaca zalenosé:

[KOYAX=[7 () =7 09I () =7 (%] [ 7 (%) =7 ()] » (28)
E

gdzie .7 oznacza pierwotn funkcji %, wprowadzonej zaimoscia (7).
Uwzgledniajac definicg estymatoragdrowego z gdrem produktowym (11) oraz
analityczr, post& funkcji pierwotnej zawagtwe wzorze (25), powasze kompletuje
procedug klasyfikacji informacji niedokladnej typu przediieego, take w
przypadku wielowymiarowym.

Przedstawiona powg] procedura bylaby oczy¥die identyczna dla
przypadku, gdy préby wzorcowe (17)-(19 szyskiwane za pomacprocedury
klasteryzacii.

4. Redukcja préb wzorcowych

W praktyce, niektére elementy préb wzorcowych ((I®) mog miet
znikomy — z punktu widzenia poprawém procesu klasyfikacji — istotdé lub
wrecz negatywny wplyw na jaké otrzymywanych wynikéw. Ich usugtie
powinno zatem skutkowa zmniejszeniem iléci biednych wskazé a take
zwigkszeniem szyblmi obliczen. W celu realizacji powsszego zadania
zastosowana zostata metoda #iveosciowa, wzorowana na teorii sztucznych sieci
neuronowych — jej krétki opis przedstawiono w seRc.

Dla potrzeb proponowanej procedury, definicja estyora jdrowego
zostanie poriej uogélniona poprzez wprowadzenie nieujemnych vegganikow
w; (i =12,...m) takichze Zi”;lwi =m, przypisanych poszczeg6lnym elementom
préby losowej (4). Podstawowa pasta) dana jest wowczas wzorem

~ 1 & X=X
f(x)=—— - L. 29
() mhnEW'K( . j (29)

Stosownej modyfikacji podlegaj takze formuly (9) i (11). Wartéci
wspotczynnikdbw w;  moga byé interpretowane jako ,znaczenie” odpowiednich
elementow proby z punktu widzenia popradsigrocesu klasyfikacji.
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W celu realizacji procedury redukcji préb wzorcowyc(17)-(19),
konstruowane s — dla kadej z rozwaanych klas — odbne sztuczne sieci
neuronowe. Niech teraz, dla sp&opoponizszych rozwaan, indeks j=12,...,J,

charakteryzujcy poszczegélne klasyethzie dowolnie ustalony.

Konstruowana jest trojwarstwowa jednokierunkowat,sie@ m wejsciach
(odpowiadajcych poszczegélnym elementom proby losowej), waestukrytej o
licznosci réwnej najmniejszej liczbie naturalnej nie meiggj ni Jm, a take
jednym neuronie wyggiowym. Si€ byla uczona z iyciem préby danych ugzych,
zlozonej z wartéci poszczegoinychagler dla kolejnych elementéw préby losowe;.
Po zakaczeniu procesu uczenia, pomsya sié zostata poddana procedurze analizy
wrazliwosciowej, zgodnie z metodykprzedstawiogn w sekcji 2.2. Uzyskane w jej
wyniku, na podstawie wzoru (15), wspétczynnikj byly nasgpnie normowane
zgodnie z zalaoscia

(30)

W,

M=

{0l
[y

Dzigki temu ich warté¢ srednia wynosi 1 i charakteryzuje — zgodnie z mtsyn
powyzej zalazeniem — znaczenie poszczegoélnych elementéw probgwiej dla
poprawndci klasyfikacji. Na podstawie przeprowadzonych szp#owych bada
potwierdzone zostato naturalne zadaie, i z préby losowej powinny iyusuwane
te elementy dla ktérychw; < .1Obnienie tak dobranej waroi progowej
powodowato bowiem istotne zmniejszenie poziomu kefldicznosci proby, przy
praktycznie niezauwalnym wptywie na jak& klasyfikacji. W przeciwiéstwie,
zwigkszenie tej wartiwi skutkowato gwaltownym pogarszaniem j&&io
spowodowanym utratwartasiciowej informacji zawartej w zytej probie losowe;.

Przedstawiona powsgj procedura nie ulega zmianie w przypadku gdy yprob
wzorcowe otrzymywane byly za pompkiasteryzaciji.

5. Numeryczna weryfikacja i wnioski koowe

W celu weryfikacji poprawniei zaprezentowanej metody zostat opracowany
program  komputerowy, umbwiajacy szczegOtow analiz  wynikow
przedstawionej koncepcji klasyfikacji informacjiedioktadnej typu przedzialowego,
z procedus redukcji préb wzorcowych. Uzyskane wyniki — otrzyme przy
réznorodnych uwarunkowaniach, miedzy innymi w przypeeatk wielu wzorcow o
ztozonym, wielomodalnym charakterze — potwierdzity mwana¢ proponowanej w
niniejszej pracy koncepcji. Tag analiza poréwnawcza z innymi metodami — od
naturalnego algorytmu polegaggo na zliczaniu elementéw préb wzorcowych
zawartych w klasyfikowanym elemencie typu przedzisgo, po zieona metod;
opart, na idei wektorow wspierggych (Zhao i in., 2005) — wykazala jej przewag
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zaréwno pod wzghdem poprawnéci wynikéw klasyfikacji, jak i czasu oblicie co
W znacznym stopniu uzyskane zostato ekiziodpowiedniej redukcji liczriei
wzorcow z wyciem metody wraiwosciowej. Warto take doda, ze w przypadku
danych typu przedzialowego, nie wszystkie poréwmevanetody generowaty
jednoznacz decyzg o zaklasyfikowaniu testowanego elementu. Przepdamao
takze badania dotyeze procedury redukcji prob wzorcowych, w tym réwnie
analiz poréwnawcz z innymi stosowanymi do tego celu metodami (Pilitra,
2004). Uzyskane wyniki wskazujna przewag proponowanej tu procedury w
rozwazanym problemie klasyfikacji, a jej efektywstozwigkszata si w przypadku
gdy préby wzorcowe otrzymywane byly w wyniku klagtacji. Dalsze
zwigkszenie jakéci klasyfikacji zostalo uzyskane poprzez zindywiiz@vanie
wartcsci parametru wygtadzanid oraz intensywnai procedury jego modyfikaciji
— definiowanej wartécia stalej ¢ wprowadzonej we wzorze (12) - dla
poszczegoinych préb wzorcowych.

Z punktu widzenia ziondci obliczeniowej, warto podkgéé
dwuetapow&¢ przedstawionej w niniejszej pracy metody. Czasoum algorytmy
konstrukcji klasyfikatora, zwtaszcza szczegolnieigdtrwata procedura redukcji
licznosci proby, @ wykonywane jednorazowo we wphej fazie bada Natomiast,
sama klasyfikacja informacji niedoktadnej regstie w relatywnie krotkim czasie, co
w wielu zastosowaniach me mig& istotne praktyczne znaczenie. Uzyskano to w
znacznym stopniu dgki wyznaczeniu analitycznej postaci stosowanycimiar
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